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Soient R un ouvert connexe d IF?’ etP un opirateur differentiel elliptique 
d’ordre m > 2. On dit que P a la proprietb de prolongement unique (faible), 
ou de quasi-analyticite si la proprietl suivante a lieu.. 
(P.U.) Soit uE &,(s1) une solution de Pu = 0 telle que u = 0 p.p. sur 
un ouvert non vide de Q. Alors u3 0 dans R. 
L’itude cette propriete a donne lieu iune littlrature bondante depuis 
le travail de Carleman [.5] Ctablissant (P.U.) pour des solutions regulihes, 
dans le cas m = n = 2. Pour les operateurs du econd ordre, onpeut iter 
Miiller [ 161, Heinz [1 l] (operateurs a partie principale d) etAronszajn [3] 
(cas general). Plus glnbalement, on trouvera d ns Hiirmander [12] la 
preuve de (P.U.) pour des operateurs elliptiques d’ordre m > 2, a carac- 
teristiques complexes simples, ainsi qu’une bibliographie detaillee sur le sujet. 
Ces resultats sont ltablis pour des oplrateurs dont (dans les versions 
optimales), les coeffkients de lapartie principale sontlipschitziens et born&s, 
ceux de la partie non principale &ant localement born&s. 
En ce qui concerne l s operateurs elliptiques a caracteristiques complexes 
multiples, on ait depuis uncontre exemple d  Plis 1201 (voir aussi Cohen 
[6]) que (P.U.) n’est pas forcement vraie. Toutefois cette propriete subsiste 
dans certains cas (cf. Mizohata [15], Pederson [18], Hijrmander [13], 
Watanabe [28], Sussman [27]), Goorjian [S]), mais tous les termes d’ordre 
inferieur ne sont pas en general permis. 
Nous nous proposons dans ce travail d’affaiblir les hypotheses de 
rtgularitl sur es coefficients d s operateurs. Le probltme est saris e poir 
pour les coeffkients de lapartie principale, depuis qu’un contre exemple d
Plis [21] montre que (P.U.) nesubsiste plus i un coefficient de la partie 
principale est hiildlrien, les autres &ant res reguliers. Nousnous interessons 
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done aux coefficients no  principaux et nous mOntrOnS que ia proprihi: 
(P.U.) a encore lieu si ces coefficients appartiennent B u  certain LLc (p 
d&pendant de l’ordre de l’opkrateur, d  sa multiplicitk, de l’ordre du coef- 
ficient t de la dimension de l’espace). 
Pour ce faire, ilest bien connu qu’il suffit d’tkablir une inlgalitk de 
Carleman. Nous partons alors des inkgalitks cla siques de Carleman en 
norme L2 pour la partie principale de ’opkrateur (celles d  HGrmander pour 
les opkateurs g caractkristiques complexes simples, celles deWatanabe, 
Sussman pour les opkrateurs ti caractkristiques multiples) pour en dkriver, 
essentiellement par des arguments d’interpolation, des estimations de 
Carleman e norme Lq, qf 2, pour la partie principale. 
On peut alors en diduire une estimation de Carleman pour des pertur- 
bations par des opkrateurs d’ordre infkrieur, B coefficients LP,,,p convenable. 
Par des arguments classiques, on obtient alors l’uniciti du problkme d
Cauchy, puis la propribtl de prolongement unique. 
Dans un travail en prlparation nousktudions le cas de certains sy times 
elliptiques dont les- Cltments ont des ordres diffkrents (sy times elliptiques au 
sens d’Agmon, Douglis, etNirenberg [l]) et vkrifiant l’hypothtse (assez 
restrictive) que l sracines complexes du dkterminant du symbole “principal” 
sont simples. Nous ktablissons d’abord une intgalitk de Carleman L2pour le 
systkme non perturb& en suivant une mkthode suggkrle par Hiirmander (cf. 
[14]): ontravaille sur le dkterminant des parties principales. L’inigaliti: de 
Carleman Lpconduisant u prolongement unique pour le systkme p rturbt: 
s’en dCduit alors comme dans le cas des kquations scalaires. 
De tels rksultats de prolongement unique peuvent s re utiles pour l’ktude 
d’optrateurs lliptiques obtenus par linkrisation en une solution peu 
rkgulike d’kquations qua i linkaires. On peut par exemple affaiblir certaines 
hypothkses d  rkgularitk dansdes thCort?mes de gknkiciti itablis par I?. 
Temam et l’un des auteurs [24, 251. C’est ce qui a motivt notre Ctude. On
peut aussi en d&ire des thkorltmes d  prolongement u ique pour des 
itquations (ou inkquations) elliptiques a i-linkires 1 non-linkariti: pe r 
rkgulikre en x.
Un autre int6rGt esl’ktude d’opkrateurs de Schriidinger -4 t Vdans R” i 
potentiel V non localement born& non-existence de fonctions propres 1 
support compact, outil pour montrer la non-existence de valeurs propres 
positives (cf. Reed et Simon [22]). 
Ce courant d’idkes a don& lieu 1 une stkie d travaux sur le prolongement 
unique pour l’ophateur de Schrddinger, indtpendants des nbtres’: B. Simon 
et M. Schechter [26], W. 0. Amrein, -4. M. Berthier, V. Georgescu [Z]? 
V. Georgescu [7], A. M. Berthier [4]. 
Les travaux [2, 4, 261 dont les mkthodes sont assez diffkrentes des n6tres 
’ IIs nous ont bti mention& parB. Simon etA. M. Berthier. 
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(et souvent particulilres au laplacien) prouvent un thtoreme d prolongement 
unique pour VEL~&z+E(F?“), 1 q a orsue nos resultats particularises a ce ca
fournissent Lzd3+’ (II?“). 11sont par contre m illeurs en basse dimension 
d’espace (n< 5); en particulier, A. M. Berthier [4] obtient P.U. si 
VE L3’2+E(lF?3), ce qui parait & re le resultat op imal. Le travail [7] obtient 
des resultats comparables auxnotres, pour des operateurs du 2e ordre. 
Cet article developpe uneNote aux Comptes Rendus ([23]). Les auteurs 
remercient S. Alinhac et G. Geymonat pour de fructueuses discussions au 
tours de la preparation de cetravail. 
1. LE CAS DES OPiRATEURS ELLIPTIQUES ii CARACThZKTlQUES 
COMPLEXES SIMPLES 
Soit P(x, D) = ClniGm U”(X) D” un operateur uniformement lliptique 
d’ordre m > 2 1 coefficients r el , dans un ouvert connexe 0 de I?“. 
Soit P,(x, D)= C,,,=, am(x) D” la partie principale de P. On suppose 
que a, E C’(a) pour ] a] = m et que P, est 1 caractlristiques complexes 
simples. 
Rappelons que cela signifie qu le polynome n cl (par exemple) 
P,(x, Cl 3r2,..., n <) a des zeros (complexes) distincts pour tout xE B et tout 
(t;* ,..., cl ) reels # (0,O ,..., 0).
Avant d’enoncer le resultat essentiel d  ce paragraphe, il nous faut 
introduire quelques notations. 
Soit E> 0. On d&nit deux suites dereels pk, qk 0 < k < m - 1 de la facon 
suivante: 
(i) si n > 2m - 1, on pose p. = 2n/(n + 1 + 2s - 2m) et pk+ 1 = 
2p,(m - l/2 - c)/[(k + l)p, + 2m - 3 - 2s - 2kj, k= 0, l,..., m - 2. 
2n 
go= 2m-1-4E’ 
2n(2m - 1 - 2e)k 
qk+l= n;zo(2m-3-2j-2E) ’ Ogk<m--2; 
(ii) Si n < 2m - 2, on prend p. arbitraire (tendant vers +co) 
pI=2(m-$-22E)etPktl= 
2p,(m - i - E) 
(k+ l)p,+2m-3-2E-2k’ 
go = 2 + E, 
2(2m - 1 - 4s) 
‘I= 2m-3--& ’ 
4 
2(2m - 1 - 4s) (2m - 1 - 2s)k 
k+l= 2m-3-4E lJj=,(2m-3-2j--2E)’ 
l<k<m-2. 
riQU.4T10~s ELLIPTIQUE~ 31 
TH~~RI%~E 1. On suppose que aa E Cl@), la\ = m et an E L:&(Q), 
/a) = k, 0 < k < m - 1. Alors P ve’r@e (P.U.). 
Preuve du Th6orGme 1. On peut kvidemment suppaser que R est borne. 
Comme il &ait indiqul dans YIntroduction, la preuve st bake sur la 
dlrivation d’une inCgalit6 de Carleman e norme Lp pour l’opkateur P. De
faGon plus prkise, onva montrer la
PROPOSITION 1 (Les notations sont celles du ThL;orPme I). Soit 
$ E Cffi(8 R)telle que grad 4(x) # 0 pour x E D et v&jIant la condition de 
pseudo-convexite’ forte &H&wander (cJ [ 12, p. 1901). Alors ii existe K > 0 
teile que 
+v 
loz?l 
gm-lal-1/2 IJD”u .eTmJI,,, 
<WJ(x,~) 2.4. eTmllo,27 Vu E G?(Q), Vr assez grand.’ 
Preuve de la Proposition 1. (a) On va d’abord montrer fl. 1) pour 
P = Pm. D’aprks unr&&at d’H6rmander (cf. [ 12 Theorem 8.3.1, p.190]> 
on a, sous les hypothkses d  la Proposition 1: 
r Li-Trn 72”“-‘n’)~a/Dau)2e2’0dx~Kr~alP,(~~~)u12e2~~dx, 
Vu E G(Q), VT E R’ assez grand. (1‘2) 
En posant v = u . e”*, P,(x, 0) = e’@p,Jx, D) e-r*, (1.2) devient (en otant 
K diverses constantes positives indkpendantes de u et 7): 
-7 r 2(m-‘n’) 
la& I 
IDav12 dx<Kt . lP,(x, D)vf2 dx, 
52 1 a 
Vv E G(a), Vr assez grand. (1.3) 
Pour r > 1 on obtient 
z(‘~-~)J’~ IIL ,~ < K IIf’&, 0) v jjD,2, 
F2 II an,2 < KIlP,(x7 0) ~llo.2. 
(1.4) 
’ On note /I .l/s,g la norme dans l’espace d Sobolev Ws*P(i2). 
m/43/1-3 
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D’oli par interpolation: 
fll ~Ilrn- l/2-•E,2 ~W&¶ m aI, V& > 0, z > 1. (1.5) 
Introduisons maintenant desnombres riels pi, 0 < i < m - 1, vkrifiant 
2 <Pm-l <Pm--2 < ..* <PO < + m 
et si, O<i<m- 1, tels clue 
(1.6) 
1 1 
si<--n --- . ( 1 2 Pi (1.7) 
Notant ID I2 = - A = - C%, 3*/3xf, ilrksulte alors de(1.7) etdu Thiortme 
de plongement de Sobolev que: 
(1 + (O(2)siiz: L2(lRn) -i Lpi(W) contintiment. U.8) 
On en dkduit alors 
fK 11(1 + ~D~2)-s~‘2-(m-42--E)‘Z u~I,-~,~-~,~ 
1 
+ , Fzl I(1 +PI’>- s,/2-b--1/2-4/2 D~y((m-42-E,2 + . . . 
a 
+ ,a,gm-l \I(1 + (D(2)-sm-“2-(m-1’2-E)‘2 D%llm ,,2-.,2 - (1.9) 
I 
3n obtient alors: I 
<fK Jzo I\(1 + ID)2)-sj’2-‘m-j-1’2-EUZ ? /1,+,,~-~,~. (1.10) 
Prenons maintenant 
sj=-(m-j-f-&), j = 0, I,..., m - i. (1.11) 
Iompte term de (1.7), ce choix conduit g 
Pj G 
2n 
n-t2j+ 1+2&--m’ 
j = 0, l,..., m - i (1.12) 
, 
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si n> 2m - 2j - 1 - 2s, 
pi quelconque (>2) si n < 2m - 2j - I - 2~ 
11 vient alors 
Revenant maintenant  u = ve-‘* et utilisant (1.14) et(1.2), il vient: 
+ s rm-ia’-1/21((Da~)erQ/~0,2 <KIIP,(x,D) 2.t. e’m!l,,2. (1,15) 
lUl6rn 
D’apres laformule d Leibniz etles hypotheses faites SLIT $:
Da(u . era) = 2 zl~l-lAcj(~ju) ,ro ori cj E P@). 
O&ljl<lnl 
El nous faut done estimer des termes dela forme 
+@I +E-ijill(Dj~) era llLPia, pour O<~j~<~cx~--let l<lal<m-ll, 
Nous procedons en chaine de la facon suivante, en interpolant es inegalites 
contenues dans (1.15): on ecrit3 
L”! = (LPQ, L2)ep.pl’ 
1 
avec 
1 - ep ep ~~~+~~ 
Pi PO 2 
et on obtient d’abord 
ri+c(lu - e5mllo,p,~KIIPm(x,D)U. eTollo 2, 1 <i<m- ! (1.16) 
pourvu que 
Pi G 
2p,(m --S--c) 
ip, + 2m - 1 - 2a - 2i 
=pi’. (1.11) 
’ Interpolis parla m6thode rielle d Peetre. 
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On deduit enparticulier de (1.15) et(1.16) (&rite pour i= 1) que 
(1. IS) 
Ecrivant maintenant Lpz= (LPI, L2),1?,? avec l/pf = (1 - @)/p, +@f/2, on 
obtient i partir de(1.15) et(1.18): 
pourvu que 
Pi G 
2p,(m - f - E) 
ip, + 2m - 1 - 2~ - 2i 
=pf. (1.20) 
On deduit alors de (1.15) et(1.19) (&rite pour i= 2) que 
On r&&-e alors lepro&de pour arriver a 
L’estimation (1.1) est alors demontree, sous reserve d verifier queles 
inegalitls du type (1.17) et(1.20), i.e.,4 
Pi G 
2p,(m - f - E) 1 
ipk + 2m - 1 - 2c - 2i 
’ O<k,<m-2,k+ l<i,<m- (1.22) 
sont compatibles avec (1.12) et(1.13). 
D’apres (1.6), il suffit en fait de verifier que l’on peut choisir pk vbifiant 
(1.12) et(1.13) et: 
P 
2p,(m - t - 6) 
kfl’ (k+ l)p,+2m-3-28---k’ 
O<k<m-2. (1.23) 
Pour cela, on prend d’abord p. = 2n/(n + 1 + 2~ - 2m), puis pk+, =
2p,(m - f - E)/[(k + l)p, + 2m - 3 - 2.5 - 2k], en sorte que p1 = 2n/ 
(n + 3 + 2~ - 2m). On v&tie ensuite par recurrence qu pk > 2 et que 
pk ,< 2n/(n + 2k + 1 + 2~ - 2m), k= O,..., m - 1. En effet, on voit facilement 
que pk+, < 2n/(n + 2k + 3 + 2s - 2m) Cquivaut, si II > 2m - 1 - 2e, a 
pk < 2iz/(n - 2m + 1 + 2~). 
’ Remarquons i(p, que - + - 2) 2m 1 2.5 - > 0 puisque pk > 2 et m > 2. 
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Dans le cas des basses dimensions (  < 2m - 2), on prend p,, arbitraire 
(tendant vers $00). Puis p1 = 2(m - + - 2~) (on vtrifie qu c’est toujours 
compatible av c (1.12) et(1.13)), et 
P 
2p,(m - + - E) 
ktl= (k+ l)p,+2m-3-2c--2k’ k”’ 
On a done montrk 
+ x II ezollo,p,~, + C tm--‘a’-1’211(~au) eTo/lo,2
ICYI=!?- I /CXl<l?l 
<KlIP,(-G~) 24*ermllo,2~ VU E 9(Q), Vr assez grand, (1.24) 
i.e., (1.1) pour P = P,. 
(b) Fin de la preuve de la Proposition 1: O remplace dans (1.24) 
P,u par 
m-1 
Pu - z aaDQu. 
lal=O 
D’aprh l’inkgaliti: de Hi lder, on asi aa E LZP~o~pio~-* 
Compte tenu de (1.24) ondCduit alors (l.l), pour zassez grand. 
I1 reste h expliciter la condition sur2p$(p, - 2) = qk. On trouve d’abord 
q. = 2n/(2m - 1 - 4 E pour n> 2m - 1, puis il vient facilement ) 
2Pk+l 2Pk (2m - 1 - 2~) _ 
~~+~-2 pk-2 (2m-3-2k-2s) 
en sorte que 
4 
2n(2m - 1 - 2c)k 
k+‘= nJEo(2m-3-2j--26)’ 
O<k<m-2. 
Dans le cas des basses dimensions (  < 2m - 2)? on, trouve 
- 
qo = 2 + E, 41= 
2(m - 4 2E) 
m-+-2& ’ 
(2m - 1 - 
4 
4.5) (2m - 1 - 2E)k 
k+l= (m-$-2&) njkz,(2m-3-2j-&j l<k<m-2. 
La Proposition 1 estainsi dkmontrke. m 
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Fin de la preuve du Theorime 1:On obtient d’abord a partir de(1. I), de 
facon similaire a Hijrmander (cf. [12, p. 224]), l’unicite du probleme d
Cauchy : si u E H;“,,(D) satisfait P(x, D) u = 0 et si u = 0 dans 
(x E R, 4(x) >#(x0)} n U (U voisinage de x,-J, alors u est nulle dans un 
voisinage de x,. 
Pour en deduire que P verilie (P.U.) onpeut raisonner pa reflection, 
comme dans Nirenberg [ 171: 
Soit 0, le plus grand ouvert deR dans lequel u est nulle presque partout; 
Q, est non vide par hypothese. On suppose que .R, #0, sinon il n’y a rien a
demontrer. 11 existe alors une boule ouverte B contenue dans J2, dont le bord 
JB contient un point x0 de 8f2, qui appartient aussi a R. On peut 
evidemment supposer que le centre d B est l’origine 0. D plus, quitte a 
prendre une boule de rayon plus petit, on peut supposer que 3B est stric- 
tement pseudo-convexe en x0 (voir Hormander [ 121). Considerons alors l’in- 
version definie par y(x) = rx/j]x]]’ oti Y= rayon de B, et posons u(x) = V(V). 
Alors z, verilie un equation Qv= 0, les coefficients d  Q, ayant la mSme 
regularite que ceux de P. D’aprbs l’unicite de Cauchy (prenant comme 4 la 
fonction quadratique delinissant le bord e B), il suit que u est nulle dans un 
voisinage de x0, et done que u est nulle dans un voisinage de x0, contredisant 
la maximalite de Q,. m 
Le resultat fourni par le Theoreme 1 est legerement moins bon pour les 
basses dimensions (  < 2m - 2). Ceci est dd au fait que en estimant dans 
(1.1) (&rite pour P= P,), Pu e” dans L”, on ne peut obtenir au mieux que 
des coefficients dans L2te. 
Dans le cas oti P, est h coeflcients con tants, on peut obtenir une 
inegalite de Carleman oti le membre de droite d (1.1) est estime dans L’, 
1 < r < 2. Ceci nous permet alors detraiter l  cas dune perturbation d’ rdre 
0 de P, et d’obtenir le:
THBOR~ME 2. On suppose que les a, sont constants (lcf I=m) et que 
a, E L$$(2m-‘)+E(f2) si 2n>2m-1 
a0 E GW) si 2n<2m-1. 
Soit u E W:;:(0) ozi q > Max(1 + E, 2n/(n + 2m - 1 - 2~)) solution de
P(x, D) u = P,(D) u+ a,u = 0. Alors i u est nulle p.p. sur ouvert non vide 
de 12, uest nulle presque partout dans 0. 
Preuve du Th&ordme 2. Elle suit de tres pres celle duTheortme 1.NOUS 
n’en indiquons queles modifications essentielles. On montre d’abord la
PROPOSITION 2 (Les notations sont celles du Theoreme 2). Soit 
I$ E Cm@, R) telle que grad 4(x) # 0 pour xE J2 et v&$ant la condition de 
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pseudo-convexite’forte d H6 mander [ 12, p. 1901. Soit E> 0; alors pourp, et 
qvPriJiantl(q(2(p,etp,q/(p,-q)=2n/(2m-I-2e)si2n~2m-1 
(resp.p,q/(p, - q)= 1 + E si 2n < 2m - I), il existe K > 0 te2 que 
Vu E .@(L?), Dlt assez grand. 
(1.26) 
Preuve. La encore, lapreuve suit celle d la Proposition 1, Outre Ies 
nombres p,,, s0 verifiant (1.6) et (1.7), introduisons un reel q tel que 
1 < q < 2 et un reel m’ tel que 
1 1 
m’,<--n --- , ( 1 4 2 en sorte que d’apres le theoreme 
de plongement de Sobolev, on a (1.27) 
(1 + ID12)mf’2: Lq(R”)-+L2(R”) continument. (1.28; 
Utiiisant (1.28) ontransforme l’inegalite (1.10) n: 
zC//V(I~,~~<K!I(~ + D(2)--m’/2 p,(Dj(l + ID)2)--s~‘2-(m-1’2-t)i2 vi/o.q. (1.29) 
En localisant de facon similaire i Hiirmander [ 12, p. 19 I] on peut supposer 
que Q est liniaire: &c) = (x, N). On v&tie alors facilement que I’operateur 
P,(D) (=e’@P(D) e-“@) est acoeffkients con tants, en sorte qu’il commute 
avec les operateurs du type (1 + /D12)4. On obtient alors i partir de(1.29): 
t’//UljO,po<KIl(l + ID(2)-m”2-so!2-(m--‘2--r)!2 P,(D) v//o*q. (1.30:) 
Prenant maintenant 
sO+m’=-(m--+--e), (1.31) 
on obtient 
d’oir enrevenant a v= ue’* 
(1.32) 
(1.33) 
Supposons d’abord 2n > 2m - 1. Choisissons 
ml=-n(l/q-3); on en 
s,, = - n($ - l/p,), 
deduit avec (1.31) que poq/ 
(PO - q) = 2n/(2m - 1 - 2s). Cette condition et pO > 2 imposent q > 2r,! 
(n + 2m - 1 - 2s). 
Si 2n < 2m - 1, on choisit pO et q tels que pOq/(pO - q) = 1 + E puis cI et 
m’ de facon que (1.7) et(1.27) aient lieu; cechoix est possible et compatible 
avec (1.31). 
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En effet (1.7), (1.27) et(1.31) impliquent 
I PO - 4 
( ) 
n 
m----can - =-. 
2 PO4 I+& 
Si on prend en particulier q = 1 + a/2 on trouve p = 2(1 +s)(l +s/2)/~. 
En remplacant maintenant dans (1.33) P,(D) upar P(D) . u - a,u et en 
utilisant l’inlgaliti de Holder, onen deduit (1.26). a 
La fin de la demonstration du Theoreme 2 est alors similaire a c lle du
Theoreme 1.
Remarque 1. Le Theoreme 2 est encore valable pour P(x, D) = P,,,(D) + 
C;“aTI I a,(x) D” + U,(X) u,P, et a, verifiant les hypotheses du Tht?oreme 2 
et les a, (1 < ] (r] ,< m - 1) appartenant a Lo@). 
2. LE CAS DES OPEiRATEURS ELLIPTIQUES A CARACTiRISTIQUES 
COMPLEXES MULTIPLES 
La situation est nettement moins agreable qu dans le cas des operateurs 1 
caracteristiques simples. 11 existe par exemple (Cohen [6]) un operateur dont 
la partie principale est A3et pour lequel lapropriete (P.U.) n’a pas lieu. On
connait cependant des resultats de prolongement u ique quand les carac- 
tlristiques sont demultiplicite r > 2, mais tous les termes d’ordre inferieur n  
sont pas permis en general (cf. [8, 13, 15, 18, 19, 27, 281). 
En particulier, Sussman [27] reprenant desmethodes dePederson [ 191, 
Watanabe [28], traite assez completement le cas r < 3. 
Nous nous proposons comme dans le paragraphe 1 d’affaiblir les 
hypotheses urles coefficients. Contrairement au cas r = I ce ne sera pas 
possible pour tous les coefficients no  principaux; pour r = 3 le contre- 
exemple de Cohen montre n effet que les coefficients sous-principaux 
doivent C re localement lipschitziens. 
Les techniques sont celles duparagraphe 1 et nous n’indiquerons que les 
modifications essentielles, principalement les estimations de Carleman pour 
l’operateur non perturbi. Nous traitons successivement le casr = 2, Y = 3 
(l’operateur non perturbe &ant i coefficients variables) et r >3 (I’optrateur 
non perturbe &ant a coefficients co stants). 
Comme dans le paragraphe r cedent, nousintroduisons d’abord quelques 
notations. 
Soient E > 0, m entier pair > 4 (ordre d I’operateur), t r entier ,< m/2 
(multiplicite). On d finit deux suites dereels pk, qk, 0 < k < m - I, comme 
suit 
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(i) si n>2m-r, on pose 
et 
2n 
PO = n+r+2.5--2m 
Pkti= 
2J+-G-e) 
(k+ l)p,+2m-r-2&-2k-2’ 
k = 0, l,..., m - 2, 
2n 
qO= 2m-r-2E~ qk+l= 
2n(2m - r - 2~)~ 
- j3jk=o(2m - 2r - 1 - 3 O G k G m 2s - 2E) ) 
(ii) si II < 2m - r - 1, on prend p. arbitraire (tendant vers +a), 
pI = 2(m - r/2 - 2~), 
q() = 2 + E, 
4 m-G-26 
( i 
“= 2m-2r- 1-h’ 
9 
(2m - r - 4~) (2m - r - 2~)~ 
k+ ’ = (m - r - + - 2e) nT= 1 (2m - 2r - 1 - 2j - 28) ’
l<k<m-2. 
(a) Le cas r = 2 (partie principale A coefficients variablesj. On 
suppose ici que I’,&, D) est un opirateur uniformkment elliptique homogtne 
d’ordre m > 4 avec 
PA& D> = c&G D> &J.G D), (2.1) 
Oti m = m, + m,, les opkrateurs Pmi,i= 1, 2, itant uniformkment eiliptiques, 
homogkes d’ordre miet B caractdristiques complexes simples. 
On suppose que les coefficients d  Pm1
sont C1 (voir [13, p. 1891). 
sont lipschitziens et ceux de pm,2 
On a alors le 
TH~OR~ME 3. 
pose que5 
Soit P(x, D) = P,(x, D) + C,,! <,,.-, a,(x) D”. On sup- 
Alors P vhrifie (P.U.). 
’ On prend bien str r = 2 dam la dkfinition desqa, pk. 
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Dbmonstration. C’est celle du Thlok-ne 1, a partir deI’inegalite de 
Carleman obtenue par Hormander [ 13, Theorem 4.21. 1I 
Remarque 2. Le Theoreme 3 s’applique a des linearisations “peu 
rigulieres” d  equations de Von Karman: 
ad% - [u, v] = f dans un ouvert a de R ’ 
bA2v + [u, u] = 0 
(2.2) 
oti [u, u] = u,,u,~p + uypv,, - 2u,yv,y. 
En effet sion linearise (2.2) autour dune solution (u,,, v,,) E H3(f2)‘, on 
obtient un oplrateur de la forme 
aA2u +P2(u, v), 
bA2v + Q&9 v), 
les opirateurs P,,Q, &ant homogenes d’ordre 2,a coefficients dans 
H’(0) cLp(Q) Vp, 2 <p < co d’apres le theoreme d Sobolev. 
(b) Le cas r = 3 (partie principale a coefficients variables). Soit
A@, D) un operateur lliptique homogbne d’ordre m/3, a coefficients da s 
C2m’3+‘(fi) i caracteristiques complexes simples, et B(x, D) un opirateur 
differentiel homogene d’ordre m - 1, 1 coefficients localement lipschitziens. 
On pose 
P(x, D) = A@, D)3 + B(x, D) + c a,(x) D”. 
lal<rn-2 
On a alors le 
THBOR~ME 4. On suppose que6 a, E L;6&2), Ia I= k, 0 < k < m - 2. 
Alors P v&riJie (P.U.). 
Dc!monstration. O  part de 1’inCgalitl de Carleman ltablie parWatanabe 
[28, Theorem 51. I 
Remarque 3. En utilisant lesestimations de Sussman [27] on peut 
traiter d sparties principales p ugenerales queA(x, D)3. 
(c) Le cas r > 3 (partie principale i coeffkients con tants). Soit
P,(D) un oplrateur lliptique homogene d’ordre m, i coefficients co stants, 
a caracttristiques complexes multiples d’ordre . Soit Q(x, D) un optrateur 
differentiel homogene d’ordre m - [(r + 1)/2] + 1 a coefficients localement 
lipschitziens. 
6 r = 3 dans les formules dlfinissant pK, qk. 
On pose 
P(x, D) = P,(D) +ecxv D) + , 
a 
THBORBME 5. Si a, E L~&(l2>, ]a) = k, 0 f k < m - [(r + 1)/2] dors 
P(x, D) vkrzjJie (P. U.). 
Dimonstration. On part de l’estimation de Watanabe p3. 
Theorem 41. I 
Remarque 4. Nous laissons au lecteur le soin d’ecrire, dansle cas oti la 
partie principale de P est Q coefficients con tants, desresultats 
correspondants au Theoreme 2 et a la Remarque 1. 
Remarque 5. Les rlsultats obtenus dans ies paragraphes 1 t2 nous 
paraissent op imaux ensuivant otre methode: derivation d’inegalitis de 
Carleman LpC? partir d’inegaliti: L2. Ce ne sont pourtant probablement pas 
les meilleurs re ultats de prolongement unique pour des equations elliptiques 
a coefficients no  localement born& Dans le cas par exemple oti m = 2 
(equations du 2eme ordre), le “bon” resultat devrait e re a0 E L$~2’+‘(f2), 
a, E L;a’,‘(Q), alors que nous obtenons a,E LfiE’3’(8), a1 E Lf,“(Q). Cette 
conjecture est confortee parle resultat d’A. M. Berthier quimontre (P.U.) 
pour l’operateur d  Schrodinger -A + F’ dans iR3 ou ‘F’ E L:$+“(lFi3j [4]. 
(Pour Schrddinger dans IR”, n > 5, v/E L i,2,“-“‘3(li?“) est le meilleur resultat 
connu.) L’obtention directe d’inigalites de Carleman e norme L” pour la 
pat-tie principale (par des methodes d’analyse harmonique) d vrait permettre 
d’ameliorer nos risultats. 
3. UNE APPLICATION:UN THBOR~ME DE GI~N~~RICITE 
Les risultats du type prolongement u ique sont un outil essentiel pour 
demontrer des theoremes d  ge&ricitC pardes methodes detransversalite (cf* 
[24, 2.51). Les resultats de ce travail permettent d’affaiblir certaines 
hypotheses d  rtgularite. Voici un exempie simple. 
Dam [25], onetablit un hioreme d finitude generique (par apport aux 
coefficients (aij)) deI’ensemble des solutions dune equation quasi-liniaire du 
type: 
i aiiuxixj + g(x, u, Vu) = 0 dans Q
i,j= I (3.lj 
u,r = 0 
oh .(2 est un ouvert borne de I?“, de front&e I- de classe CZ.R, 0 < CI < I. 
Darts [25] on doit prendre I s coefficients afj damC2*a(fi) pour appliquer 
la version “coeffkients born&” du theortme de prolongement. Le 
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Theoreme 1 permet d’affaiblir cettehypothese, en supposant seulement l’ap- 
partenance desaij d Wz9”(Q). 
Rappelons d’abord les hypotheses urgqui assurent l’existence d’au moins 
une solution au probleme (3.1) (dans la classe C*@(fi)): 
(Gl) g est continue sur d x [R x IR”, i valeurs lelles; g E F(K) 
pour tout compact Kc B X IR x IR”. 
(G.2) @/au, 8g/api, 1 < i < n sont dans Cm(K) pour tout compact K 
de d x IR x IR n. 
(G3) 3b,, b, E IF?, b > 0, b, > 0 tels que g(-u, U 0) u < -b, u’ + B,, 
vx E Q vu E R 
(G4) 3~2>OtelquesixEfi,R,(ul<M=~et~E[R”,alors 
I dx, kP)I <P*U + IPI’). 
THI~OR~ME 6. Soit p > n et a = 1 -n/p. Soit g vt!rriJiant (Gl)-(G4). I1
existe alors un ouvert. dense @ de V= {a = (aij)l,i,jGn, aij E W”“(Q), 
Cy,j=l aij(X>&tj>,&~~=1 tf, V-xEfi, VCE R”, &=&(a) > O} tel we 
pour a E P”, le probDme (3.1) possPde un nombre fini de solutions, 
Le nombre de solutions est constant sur chaque composante connexe de 0, 
et sur une telle composante, chaque solution est une fonction continament 
dl@rentiable desaij. 
Dimonstration. Lapreuve est bake sur des techniques d  transversalite 
et suit exactement celle duTheo&me 2.1 dans [25 J. On est conduit a une 
propriete de prolongement unique pour un operateur lliptique du 2 me ordre 
dont les coefficients principaux sont dans W*“(Q) (done dam C’(.@ 
puisque p > n) et les coeffkients non principaux dans Lp(Q), p > n, et on 
peut appliquer l  Theoreme 1. 1 
Ajoute’ aux $reuves. On peut dans les Theoremes 1, 3, 4, 5 prendre E= 0; en fait, les 
inegalites de Carleman correspondantes s’tcrivent avec E = 0 pour des u a support 
sufftsamment petit dans Q. 
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